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RESUNO

Este trabalho apresenta uma descricdo da relacdo existente entre a matematica e a musica,
apontando fatos significativos relacionados a historia da musica e a participacdo direta da
matematica em sua construcdo, a musica estd muito ligada aos sentidos, porém ela também esta
intrinsecamente ligada a matematica. Observamos de inicio, uma “propriedade” comum a essas
duas ciéncias: cada uma delas precisa se apropriar de simbolos, de modo que possam ser
expressas, como se fosse uma “lingua” propria: a matemadtica, com seus simbolos e nimeros, que
traduzem as idéias pensadas, em qualquer que seja o idioma; da mesma maneira, a muasica, com
suas figuras e notacfes. Cada uma das figuras musicais possui um numero correspondente, onde
se evidencia a relacdo de proporcional entre elas. Também sdo encontradas propor¢fes em cada
comprimento tomado na corda de um monocérdio, que corresponde a um som diferente. Uma vez
conhecidas as relac6es de propor¢do no comprimento da corda, e num monocérdio, para formar a
escala musical bésica, assim como as relacbes de propor¢cdo entre as figuras musicais, com
exercicio de leitura ritmica, fica clara a presenca da matematica na masica — percepcdes que
podem ser matematizadas. Essas duas relagGes propostas sdo simples, em termos praticos, em sua
concepgdo, mostrando como o0 som é produzido, tal como suas propriedades, seus elementos de

notacéo e percepgao musical.

PALAVRAS — CHAVE: Pitagoras; Monocordio e Figuras Musicais.
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1 - INTRODUCAO

Na definicdo mais simples, Musica, ritmo e som, ou seja, € uma combinacdo de sons
executados em compasso. A importancia da Matematica na musica se revela desde a concepcéao
mais fundamental do que ¢ ‘som musical’ e do que ¢ ‘ritmo’. Os sons com 0s quais podemos criar
nossas musicas constituem a escala musical, Do, Ré, Mi, F4, Sol, L4 e Si, as sete notas musicais
"naturais”. A determinacdo dessas notas tem uma histéria muito longa, e uma enorme influéncia
da Matematica. Que obedecem a um tipo de diviséo fracionaria e sdo definidos a partir de regras
com fundamentos matematicas muito precisas e quando combinadas podem produzir resultados
agradaveis aos nossos ouvidos. Observamos de inicio uma propriedade comum a essas duas
ciéncias, onde cada precisa se apropriar de simbolos de modo que possam ser expressas como se
fosse uma lingua propria, a matematica com seus simbolos e nimeros que traduzem as idéias
pensadas em qualquer que seja o idioma, da mesma a musica com suas figuras e notacdes e as
figuras que possui um nimero de correspondente onde se evidente a relacdo de proporcionalidade
entre si.

A masica é frequentemente definida como a linguagem universal. Uma linguagem
incrivelmente direta que transp@e lingua e l6gica, que fala diretamente com a alma. A matematica
por sua vez € a ciéncia do raciocinio logico e abstrato. Ela envolve uma permanente procura da
verdade. E rigorosa e precisa. Observando apenas os significados podemos ter a falsa sensacéo de
dois mundos desconexos. Hoje sabemos que a propagagdo do som obedece a equacdes
matematicas e existem relacdes diretas entre escalas, tons, semitons e 0s conhecimentos conceitos

matematicos de razao, proporcao, sequéncia logaritmo entre outros.
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2 - HISTORICO DA RELACAO MATEMATICA E MUSICA

A relacdo existente entre a matematica e a musica apontando fatos significativos
relacionados a historia da musica e a participagdo direta a matematica em sua construgdo. Em
quase todos os povos da Antiguidade encontram-se manifestagdes destes dois campos em
separados. O poder conquistador da musica ja se expressa na mitologia grega em Orfeu, cujo
canto acompanhado de lira sustava os rios, amansava feras e movia pedras. A matemaética
também se faz presente desde os tempos mais remotos, por exemplo, na contagem das coisas. A
interacdo entre essas areas torna-se fortemente manifesta a partir da necessidade de equacionar e
solucionar problemas da consonancia, no sentido de buscar fundamentos cientificos capazes de
justificar tal conceito. Com relagdo a organizacdo de escalas musicais, esta ocorreu de diversas
maneiras em diferentes povos e épocas, porém com alguns aspectos em comum. Os gregos
desenvolveram os tetracordes e depois escalas com sete tons. Tedricos musicais como Pitagoras,
Arquitas, Aristoxeno, Erastostenes se dedicaram a construcdo de escalas desenvolvendo
diferentes critérios de afinidade. Por exemplo, valorizando os intervalos de quinta perfeitas, bem
como a utilizacdo somente de nimeros de 1 a 4 na obtencdo das fracdes da corda para gerar as
notas da escala, Pitdgoras estabeleceu uma afinacdo utilizando percursos de quinta para a
obtencdo das notas da escala. Arquitas constroi sua escala baseada em fragdes da corda
resultantes de medias harmdnicas e aritméticas daquelas encontradas por Pitagoras no
experimento do monocordio. Ja Erastdstenes elaborou a diferenciacdo entre intervalos calculados

aritmeticamente a maneira de Aristoxeno, de intervalos calculados pela razéo.
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2.1 - ORIGEM DAS NOTAS MUSICAIS

Segundo a lenda, a origem dos nomes das notas musicais DO, RE, MI, FA, SOL, LA,
Sl, estd na musica coral medieval. O monge italiano Guido D'Arezzo (aprox. 990-1050) criou o
sistema para nomear as notas, onde as seis primeiras notas vieram das silabas iniciais das seis
primeiras frases do hino de louvou a S&o Jodo Batista, padroeiro dos cantores medievais. Escrito
por Paolo Diacono (720-799), cada frase tinha uma escala acima da anterior, exatamente como as

notas fundamentais. A letra dizia:

Traduzindo: “Para que os teus servos possam cantar as maravilhas dos teus atos
admiraveis, absolve as faltas dos nossos labios impuros, Sdo Jodao”. Com o tempo, o “UT”,
substituiu a primeira nota musical, que seria "UT", por "DO" (inicial do seu sobrenome). Assim,
as silabas DO, RE, MI, FA, SOL, LA e Sl passou a ser referéncia para qualquer composi¢ao

musical no mundo inteiro, e assim tornando mais facil o aprendizado e o estudo da musica.


http://filarmonicalirasantana.blogspot.com/2008/08/origem-das-notas-musicais_02.html
http://2.bp.blogspot.com/_mS6Xe92gFQY/SX9Z1os-zcI/AAAAAAAAA_U/hhh-w36Yr4w/s1600-h/origem_das_notas_musicais.jpg
http://2.bp.blogspot.com/_mS6Xe92gFQY/SX9Z1os-zcI/AAAAAAAAA_U/hhh-w36Yr4w/s1600-h/origem_das_notas_musicais.jpg
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2.2 - AVARIACAO NA SIMBOLOGIA DAS CLAVES MUSICAIS AO LONGO DO TEMPO

Os simbolos empregados na pauta musical para abarcar toda a tessitura dos

instrumentos musicais tém variado ao longo do tempo sendo atualmente empregados o0s simbolos.

Clave de Sol, Clave de d6 _Clave de Fa

Coave de Sol

Na clave de Sol, vemos claramente aqui uma espiral

E_Qiu(::

Clave de Do

A clave de DO nos tracos do lado direito sugere também duas
espirais em

7

Clove de Fa

\

A clave de Fa é a expressao mais forte da espiral
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E curioso verificar que houve uma modificacio paulatina ao longo do tempo
introduzida pelos copistas de partituras, até que chegassem a essa representacao nos dias de hoje,
talvez na tentativa de simplificar os tracos e conferir maior rapidez no desenhar. E intrigante
verificar que todas elas trazem algo em comum dentro de seus tracos: Algo que nos remete a

forma espiral.

A variacdo de forma na linha de tempo deu-se assim:

Clave de Sol

GGo 6
F )

e
T

Clave de Fa

Tudo isto comecou com Guido Darezo, no século XIV, que desenhou um tetragrama
e inicialmente com as claves de D6 e Fa para representar os sons. Com o0 tempo apareceram
instrumentos com uma extensao de sons maior daqueles existentes e entdo apareceu a clave de
Sol. Como sabemos a Clave de Do assinalada nas linhasl, 2,3, e 4 e a clave de fa na terceira e

quarta linha.
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3 - PITAGORAS E SUA INFLUENCIA PARA A MATEMATICAE A

MUSICA

Pitagoras estabeleceu uma relacdo matematica entre os diversos sons, a descoberta do
intervalo de uma oitava como sendo referente a uma relacédo de freqliéncia de 2:1, uma quinta em
3:2, uma quarta em 4:3, e um tom em 9:8. Os seguidores de Pitagoras aplicaram estas razdes ao
comprimento de fios de corda em um instrumento chamado canon, ou monocordia, e, portanto,
foram capazes de determinar matematicamente a entonacdo de todo um sistema musical. Os
pitagoricos viam estas razdes como governando todo o Cosmos assim como o som, e Platdo
descreve em sua obra, Timeu, a alma do mundo como estando estruturada de acordo com estas
mesmas razdes. Para os pitagéricos, assim como para Platdo, a musica se tornou uma natural
extensdo da matematica, bem como uma arte. A matematica e as descobertas musicais de
Pitagoras foram desta forma, uma crucial influéncia no desenvolvimento da musica através da

idade média na Europa.

A descoberta desta relacdo entre razao de nimeros inteiros e tons musicais mostrou-
se significativa naquela ocasido, assim a partir deste experimento, Pitdgoras estabeleceu relacoes
entre a matematica e a masica associando respectivamente, aos intervalos musicais referentes as
consonancias perfeitas. Essas correspondem as fracGes de uma corda que fornecem as notas mais
agudas dos intervalos referidos, quando se produz a nota mais grave pela corda inteira. Este
descobrimento de intervalos consonantes deve-se a Pitagoras, embora provavelmente estes ja
fossem conhecidos desde muito antes em distintas culturas antigas. O pensador de Samos

justificou a subjacéncia de pequenos numeros inteiros as consonancias pelo fato de que os
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nameros 1, 2, 3 e 4 geravam toda a perfei¢do. Os pitagoricos consideravam o numero quatro
como a origem de todo o universo, todo o mundo material, representando a matéria em seus
quatro elementos: o fogo, o ar, a terra e a agua. A importancia deste nimero para os pitagoricos
emerge ainda no cenario musical ao considerar o tetracorde — o0 sistema de quatro sons, cujos

extremos encontravam-se a um intervalo de quarta justa.

Influenciada pela cultura oriental, a doutrina pitagérica sustentava que “Tudo ¢
namero e harmonia”. Assim os pitagoricos acreditavam que todo o conhecimento reduzir-se-ia a
relacbes numéricas, posicionando-as como fundamento da ciéncia natural. Os intervalos
apresentam-se consoantes, isto é entoavam naturalmente, tornava-se interessante estabelecer
afinacGes que contivessem tais intervalos denominados puros. Partindo do pressuposto de que a
oitava mostrava-se como intervalo fundamental, os pitagdricos a tomam como universo da escala,
0 problema do estabelecimento de uma escala reduzia-se a dividir a oitava em sons que
determinassem o alfabeto através do qual a linguagem musical pudesse se expressar, tornando-se,
portanto natural a partir de uma nota - determinante da oitava universa juntamente com sua oitava
superior - caminhar em intervalos de quintas ascendentes e descendentes, retornando a nota
equivalente — acrescida ou diminuida de um numero inteiro de oitavas - sempre que escapasse da

oitava - universo.

As distintas oitavas reduziam-se apenas a uma, possuindo, portanto cada nota
equivalente em todas as outras oitavas, e particularmente naquela referencial, quando se atinge
uma nota qualquer na construcdo de escalas, seu significado € a sua posicao relativa a nota mais

grave da oitava em que se encontra.
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3.1- ESCALA PITAGORICA.

Observe que a escala pitagdrica forma uma espiral e assim diferentes oitavas tem

diferentes afinacoes.

A criacdo das escalas pitagoricas ndo foi suficiente, e com o passar do tempo e com o
desenvolvimento da musica utilizando-se modulacdo e transposicdo, tornou-se necessaria a
adequacdo da escala musical. Embora vérias idéias tenham sido apresentadas, a escala musical
que solucionou de forma mais satisfatdria todos os problemas das anteriores foi a escala
igualmente temperada ou, simplesmente, escala temperada. A seguir a representacdo da escala
temperada. Observe que ela forma um circulo e, portanto diferentes oitavas tém o mesmo tipo de

afinagéo.

Essa escala possui como caracteristica fundamental o fato da relagdo matematica entre as


http://3.bp.blogspot.com/_1_Vvh3ua1H0/SadJIwcW3_I/AAAAAAAAALU/enuqvXY-87I/s1600-h/Pitagorica.png
http://3.bp.blogspot.com/_1_Vvh3ua1H0/SadJLzOGkrI/AAAAAAAAALc/EAf9RLnGnkI/s1600-h/espiral+pitag%C3%B3rica.png
http://1.bp.blogspot.com/_1_Vvh3ua1H0/SadG4EjjTXI/AAAAAAAAAK8/Qm5MdQsGUYk/s1600-h/escala.png
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frequéncias de notas de um mesmo intervalo ser sempre igual, ou seja, a propor¢do entre as
freqUiéncias de duas notas distantes uma da outra de um semitom é sempre a mesma, ndo

importando quais duas notas sejam (ex: C e C# ou G e G#).

Com relagdo a organizacdo de escalas musicais, esta ocorreu de diversas maneiras em
diferentes povos e épocas, porém com alguns aspectos em comum. Os gregos desenvolveram 0s
tetracordes e depois escalas com sete tons. Teoricos musicais como Pitagoras, Arquitas,
Aristoxeno, Erastdstenes se dedicaram a construcdo de escalas desenvolvendo diferentes critérios
de afinidade. Por exemplo, valorizando os intervalos de quinta perfeitas, bem como a utilizacédo
somente de numeros de 1 a 4 na obtencdo das fracdes da corda para gerar as notas da
escala,Pitagoras estabeleceu uma afinacdo utilizando percursos de quinta para a obtencdo das
notas da escala. Arquitas constrdi sua escala baseada em fracGes da corda resultantes de medias
harmonicas e aritméticas daquelas encontradas por Pitagoras no experimento do monocérdio. Ja
Erastostenes elaborou a diferenciacdo entre intervalos calculados aritmeticamente a maneira de

Aristoxeno, de intervalos calculados pela razéo.

3.2 - O EXPERIMENTO DO MONOCORDIO

Os primeiros sinais de casamento entre a matematica e a musica surgem no século VI
a.C. quando Pitagoras atraves de experiéncias com sons do monocordio efetua uma de suas mais
belas descobertas, que da a luz, na época, ao quarto ramo da matematica: a masica. Os principais
tedricos musicais da escola Pitagorica foram Pitdgoras e Filolau no periodo pre-classico, bem

como Arquitas, Aristoxeno e Aristoteles no periodo classico. Possivelmente inventado por
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Pitagoras, o monocordio € um instrumento composto por uma Unica corda estendida entre dois
cavaletes fixos sobre uma prancha ou mesa possuindo, ainda, um cavalete moével colocado sob a
corda estendida e a altura musical do som emitido quando tocada. Pitdgoras buscava relagdes de
comprimentos — razdes de numeros inteiros — que produzissem determinados intervalos sonoros.
Deu continuidade a seus experimentos investigando a relagdo entre o comprimento de uma corda
vibrante e o tom musical produzido por ela. Este experimento de Pitdgoras é a primeira
experiéncia registrada na historia da ciéncia, no sentido de isolar algum dispositivo para observar

fendmenos de forma artificial.

Pitagoras observou que pressionando um ponto situado a ¥ do comprimento da corda
em relacdo a sua extremidade — o que equivale a reduzi-la a % de seu tamanho original — e
tocando-a a seguir, ouvia-se uma quarta acima do tom emitido pela corda inteira. Exercida a
pressdo a 2/3 do tamanho original da corda, ouvia-se uma quinta acima e a %2 obtinha-se a oitava
do som original. A partir desta experiéncia, 0s intervalos passam a denominar-se consonancias
pitagoricas. Assim, se o comprimento original da corda for 12 e se a reduzirmos para 9,

ouviremos a quarta, para 8, a quinta, para 6, a oitava.

3.3- ARITMUSICA PITAGORICA

“Um certo Pitdgoras, numa das suas viagens, passou por acaso numa oficina onde se
batia numa bigorna com cinco martelos. Espantado pela agradavel harmonia, que eles produziam,

o0 nosso fildsofo aproximou-se e, pensando inicialmente que a qualidade do som e da harmonia
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estava nas diferentes méos, trocou os martelos. Assim feito, cada martelo conservava o som que
Ihe era prdprio. Apos ter retirado um que era dissonante, pesou 0s outros e, coisa admiravel, pela
graca de Deus, o primeiro pesava doze, o segundo nove, o terceiro oito, 0 quarto seis de ndo sei
que unidade de peso.” Assim descreve Guido d’Arezzo (992 -10507?), no seu pequeno mas
influente tratado de musica Micrologus, a lenda que atribui a Pitagoras (séc. VI AC) a descoberta
fundamental da dependéncia dos intervalos musicais dos quocientes dos primeiros numeros
inteiros, i.e., parafraseando o romano Boécio (séc. VI), “a grande, espantosa e muito subtil

relacdo que existe entre a musica e as propor¢des dos numeros”.

Em termos dos comprimentos de uma corda esticada, em particular do monocérdio,
aquelas proporc¢oes simples traduzem-se no unissono, dado pela razdo 1:1, na oitava (diapason)
por 1:2, na quinta (diapente) por 2:3 e na quarta (diatessaron) por 3:4. Estas razdes podem ser
obtidas a partir daqueles quatro nimeros inteiros, correspondendo, respectivamente, a uma corda
de comprimento igual a 12 unidades (unissono), reduzida a metade 6 (oitava), a 8 unidades
(quinta) ou a 9 (quarta). Para a Escola de Pitdgoras, a harmonia dos sons estava em
correspondéncia direta com a aritmética das proporc¢des: o produto de 2/3 (fracdo associada a
quinta) por 3/4 (fracdo associada a quarta) da a fracdo 1/2 associada a oitava; a sua divisdo
(subtracdo de intervalos) esta associada a fracdo 8/9 = (2/3):(3/4) que representa um tom, i.e., a
diferenca de uma quinta e de uma quarta. Analogamente, se obtém que uma oitava é composta
por duas quartas e um tom (1/2 = 3/4 x 3/4 x 8/9). Um dos textos gregos mais antigos que
apresenta uma explicacao sistematica das primeiras escalas musicais chegou até nds com o titulo
Sectio Canonis, ou a “Divisdo dum monocordio”, e foi escrito cerca de 300 AC, sendo atribuido,
ndo sem controvérsia, a Euclides. Com uma breve introducéo sobre as causas dos sons e suas

alturas, enquanto quantidades relativas, e com vinte proposi¢cdes argumentadas & maneira de
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teoremas, esse pequeno tratado euclidiano de musica expde o tratamento dos intervalos como

razBes entre nimeros inteiros e culmina com a divisdo do Kanon, que Ihe da o nome.
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4 - ELEMENTOS DA MUSICA EM RELACOES MATEMATICAS

O sébio grego Pitagoras (séc. VI a.C.) foi quem primeiro estabeleceu uma escala de
sons adequados ao uso musical, formando uma série a partir da fracdo de 2/3 (que corresponde ao
intervalo musical chamado de "quinta™). Usando uma sucesséo de "quintas", ele conseguiu definir
doze notas musicais, sendo sete "naturais” (D6, Reé, Mi, F4, Sol, La e Si) e mais cinco
"acidentes": DO#, Ré#, Fa#, Sol#, e La# (o simbolo # é chamado de "sustenido").

A escala com intervalos acusticamente perfeitos definida por Pitdgoras foi usada
durante séculos, até pouco depois da Idade Média, quando a Musica ainda era restrita a regras
rigidas de composicdo e execugdo. Com o Renascimento, uma série de novas idéias surgiu nas
Artes em geral, e na Musica em particular, e 0s compositores comegaram a tentar ultrapassar 0s
limites musicais impostos até aquela época. Foi quando surgiu, entdo, a necessidade de se
transpor as melodias para outras tonalidades. Com a escala musical em vigor isso era
impraticavel, pois os intervalos "perfeitos” s6 podiam ser usados numa unica tonalidade. Em
outras palavras, uma melodia feita para a tonalidade de D6 ndo podia ser executada na tonalidade

de F4, por exemplo, pois os intervalos entre as notas passariam a soar desafinados.

4.1 - ESCALAS MUSICAIS E HARMONICAS

Os sons utilizados para producdo de musica (excetuando-se os sons de alguns
instrumentos de percussao) possuem determinadas caracteristicas fisicas, no que se refere as suas

oscilagBes. Todos conhecem as sete notas musicais "naturais”, que sdo D@, Ré, Mi, Fa, Sol, La e
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Si. A determinacdo dessas notas tem uma historia muito longa, e uma enorme influéncia da
Matematica. Uma corda esticada, como num viol&o, pode vibrar livremente com determinado
valor de oscilagfes por segundo. Se a nota musical que a corda produz ao vibrar livremente for
um D@, quando reduzimos seu comprimento a metade (mantendo sobre ela a mesma tenséao), ela
passard a vibrar com o dobro das oscilagGes, 0 que corresponderé a nota Do seguinte (em termos
musicais: esta nota estard uma "oitava" acima da original). Se reduzirmos o comprimento para
2/3 do original, teremos ent&o a nota Sol. E se reduzirmos o comprimento para 3/4 do original,
teremos a nota F&. Como podemaos perceber, usando determinadas fracdes do tamanho original de
uma corda, podemos obter as notas naturais da escala musical. A razéo para que determinadas
fragdes (1/2, 2/3, 3/4, 4/5, etc.) do tamanho original da corda soem melhor do que outras tém a
ver com outra caracteristica importante das oscilagdes, que é a presenga de "harmodnicos”. Os
harmdénicos presentes em um som S80 componentes extremamente importantes no processo
musical, tanto na formagéo das escalas musicais, como na harmonia musical. Por causa dessas
caracteristicas naturais, sons com diferentes alturas, quando postos a ocorrer ao mesmo tempo,
podem criar auditivas esteticamente diferentes. Quando uma corda ou outro corpo vibra
repetidamente, na verdade ele possui varios "modos" de vibracdo, isto €, além de vibrar na
oscilacdo "fundamental™, ele também vibra com oscila¢cdes maltiplas inteiras da fundamental: 2x,

3X, 4x, etc. (veja figura).

1¢ modo (fundamental)

/
e
4° modo / G

3° modo 2° modo
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Assim, uma corda ao vibrar oscila n ciclos por segundo em seu modo fundamental,
mas também oscila 2n ciclos por segundo no modo de segundo harménico, 3n ciclos por segundo
no modo de terceiro harmonico, e assim por diante. Dependendo do corpo vibrante (corda de
violdo, palheta de sax, etc.), e também de como ele é posto a vibrar, esses modos harménicos
podem ser mais influentes ou ndo no som resultante. Se observarmos bem, veremos que as
oscilagdes dos modos harmonicos (2x, 3x, 4x, etc.) do comprimento original da corda tém pontos
coincidentes com as oscilagdes dos modos fundamentais daqueles comprimentos fracionarios
(1/2, 2/3, 3/4, etc.). Por causa dessas coincidéncias, 0s sons que mantém entre si determinadas
relacOes de fragcdes (2/1, 3/2, 4/3, etc.) produzem sensagdes mais fortes no ouvido (pois excitam
as mesmas regides nervosas da cdclea), e por isso soam melhor juntos do que sons que tenham
relacbes matematicas, digamos, menos "perfeitas”. Essa é a base de toda a escala musical

ocidental.

Conforme observou Mario de Andrade, 0 homem possui 0 ritmo por si mesmo, pois a
pulsacdo do coracdo, 0 ato de respirar e 0s passos ja sdo elementos ritmicos (a maioria das
criancas, por exemplo, ja tém percepcdo instintiva da periodicidade de ritmo). Isso certamente
influenciou o encadeamento das notas musicais em cadéncias de tempo, da mesma forma que as
silabas numa poesia. Sendo a contagem do tempo por si s6 uma concepcdo essencialmente
matematica, ndo é dificil imaginar o quanto o ritmo esta intimamente associado a Matematica. Na
Modsica, entretanto, o ritmo ndo se limita apenas a contagem de tempo, ou a uma batida constante
de pulsos de igual intensidade. Na verdade, os ritmos musicais possuem batidas com intensidades
diferentes (acentuagdes), que se repetem dentro de algum padrdo, e € isso que permite classificar
as diversas variedades de ritmos existentes na musica. Os exemplos abaixo mostram alguns dos

tipos de "medidas"” de marcacdo do tempo de uma mdasica (os tempos “fortes" estdo em negrito),
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que sdo chamados de "compassos":

Compasso binario: 12121212
Compasso ternario: 123123123

Compasso quaternario: 123412341234

No que se refere ao ritmo, a Musica é organizada em "pedacos" contendo 0 mesmo
namero de tempos do compasso de referéncia. Por exemplo, numa musica que utilize compasso
quaternério, os pedacos (que também sdo chamados de "compassos™) contém sempre 4 tempos.
Para que se possa escrever a melodia de uma mausica dentro dessas medidas, foram entdo

definidas as "figuras de tempo", que mantém relacdes fracionarias entre si. Sao elas:

o 2 o W &

samibrave minima seminima colcheia semicolcheia fusa
(4 tempos) ( tampos) (1 tampo) (172 teampo) (174 tampo) (1/8 tampo)

Com essas figuras, podemos entdo posicionar e dar a duracdo que quisermos para as
notas musicais dentro dos tempos do ritmo. E é exatamente como as notas sdo posicionadas

dentro da musica que podemos criar géneros musicais com caracteristicas distintas de ritmos.
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5 - TEMPERAMENTO

O Temperamento no sentido geral significa uma escala em que todos ou quase todos
os intervalos apresentam-se ligeiramente imprecisos, porém ndo distorcidos. Acabam por
valorizar determinados intervalos em detrimento de outros, no sentido de que aos primeiros
correspondem mesmas relacbes de freqliéncia diferentemente dos restantes. O temperamento
pitagorico se apresenta como o0 temperamento mais antigo utilizado no Ocidente. No
Renascimento e no inicio do Barroco, prosperaram temperamentos desiguais em que se
priorizavam as tercas maiores naturais. Surgiam ainda outros temperamentos nesse periodo que
se mostravam superados a medida que a musica se estendiam as todas as tonalidades. No final da
Idade Média e inicio do Renascimento, a musica enveredou por caminhos que intimavam seu
desprendimento de concepcbes melddicas rumo a conquista de um carater principalmente
harmonico. A trajetoria trilhada pela musica ocidental conduzia a musica a liberdade de
mosulacdo ndo apenas para tonalidades préximas, mas para distintos cenarios tonais, ou seja, as

composicdes de entdo, intimavam a liberdade de transposicdo de tonalidades.

O Temperamento ndo ocorreu COMO um processo repentino, mas se desenvolveu de
diversas maneiras. No inicio do século XVI, como as tentativas de preencher intervalos naturais
de maneira relativamente simétrica sempre se defrontavam em algum momento com a coma fatal
(termo utilizado para referir-se a0 pequeno resto que sempre ocorrera quando se tenta ajustar
intervalos puros em um ndmero inteiro de oitavas), obtendo-se perfeicdo harménica apenas em
intervalos restritos, dominava-se algum tipo de temperamento parcial especialmente nos

instrumentos de tecla. Os gamas de Pitdgoras e Zarlino possibilitavam a construcdo de escalas
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ligeiramente assimétricas incapazes, de responder inteiramente as necessidades culturais do final
do Renascimento e inicio do Barroco, que intimaria do ponto de vista das dificuldades supra-
referidas, o estabelecimento de um suporte libertador para a musica denominada temperamento
igual. Do ponto de vista matematico, o problema consistia em encontrar um fator f
correspondente ao intervalo de semitom que ap6s a multiplicar 12 vezes uma frequéncia f0
correspondente a uma determinada nota, atingisse a sua oitava referente a frequéncia 2. Baseado
na progressdo geométrica — oitava = 2/1; semitom = 2 1/12 -, Euler pesquisou um sistema de
afinacdo que permitiu aos compositores modularem para e de quaisquer dos 12 centros tonais
(que correspondem as 12 notas da escala temperada — do, do# = reb, re, re# = mib, fa, fa# = solb,
sol, sol# = lab, la, la# = sib, si) sem distor¢des geradas por intervalos correspondentes que
apresentavam-se até entdo, assimétricos em diferentes escalas. Do ponto de vista matematico, o

problema representava-se pela seguinte equacgéo:
fo.f.fff....f=f0f12 =210
Apos algumas operacdes algébricas simples, ndo € dificil concluir que o valor de f deve assumir

valor 21/12.

Portanto, as notas desta escala possuem as seguintes relacdes de freqliéncia com a nota inicial:

DO RE Ml FA SOL LA Sl DO
1 21/16 21/3  25/12 27/12 23/4  211/12 2

Neste ponto, caberia ainda levantar a questdo de porque escolher 12 notas entre os 300 sons
diferentes dentro de uma oitava possivel de discriminar pelo ouvido humano treinado.

Provavelmente, a divisdo procedeu-se dessa maneira por respeito a uma certa continuidade a
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escala grega, cujo processo de construgdo — percurso de quintas — apresentava-se de tal maneira
que o caminho ai delineado assumia, a menos de oitavas, méxima aproximacao da nota inicial
apos 12 ciclos, referentes as 12 notas. Percebemos assim que se a relacdo de freqliéncias é
simples, entdo, o som do intervalo correspondente € bonito, o que sugere naturalmente a davida a

respeito da reciproca, bem como muitas outras discussdes.

5.1 - ESCALA TEMPERADA

Dentre as varias solucBes apresentadas, a que vingou e € usada até os dias de hoje, foi
a "escala de temperamento igual”, de Andreas Werkmeister, proposta em 1691. Essa escala, hoje
em dia chamada apenas de “escala temperada”, possui também doze notas (sete "naturais” e cinco
"acidentes"), mas em vez de preservar os intervalos "perfeitos™ (fracdes de 2/3, 3/4, etc.), as notas
foram levemente ajustadas, pois Werkmeister tomou o comprimento inteiro e dividiu-0
exponencialmente em doze partes, baseado na raiz duodécima de dois. Isso fez com que a relagédo
entre qualquer nota e sua vizinha anterior fosse sempre igual a raiz duodécima de dois
(aproximadamente 1,0594), o que permitiu, entdo, a execucdo de qualquer musica em qualquer
tonalidade, uma vez que as relacGes entre intervalos iguais sdo sempre as mesmas, nao importa
qual a referéncia (tonalidade) que se use.

Apesar de a escala temperada ndo possuir mais os intervalos acusticamente perfeitos
de 3/2, 4/3, etc., 0s novos intervalos correspondentes tém erros muito pequenos, praticamente
imperceptiveis para o ouvido. A nova escala temperada contou com o apoio do famoso

compositor Johann Sebastian Bach (séc. XVIII), que escreveu O Cravo Bem-Temperado, uma
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obra contendo 24 preltdios e fugas, que cobrem as 24 tonalidades maiores e menores, e provando
que a proposta de Werkmeister ndo so era viavel como ndo comprometia de forma alguma a
qualidade e a beleza da MUsica. Portanto, toda a musica ocidental que ouvimos atualmente utiliza
uma escala de doze notas, criadas a partir de intervalos (frag0es) acusticamente perfeitos, mas
posteriormente ajustadas matematicamente, de tal forma que permitiu ampliar o alcance da

Modsica a horizontes que antes eram verdadeiramente impossiveis.

5.2 - EVOLUCAO HISTORICA DAS AFINACOES E TEMPERAMENTOS

Os principais temperamentos historicos sdo:

Os sistemas de afinacdo natural - que procuram usar intervalos naturais ou justos, ou
seja, intervalos que podem ser representados por numeros racionais (razées de nimeros inteiros,
com preferéncia pelos menores ndmeros inteiros possiveis). Usam-se razdes de frequéncias
baseados em proporcdes inteiras como as encontradas na série harmdnica em vez de, por
exemplo, dividir a oitava em partes exatamente iguais, e ndo representaveis por numeros
racionais, como no caso do temperamento igual. Estes sistemas de afinacdo conseguem assegurar
«a gama justa» para uma dada tonalidade (normalmente d6 maior), mas, para notas estranhas a
essa tonalidade, ocorre sempre algum desvio que é diferente para cada tipo de afinacdo. E o caso
do sistema pitagdrico, usado na Idade Média, em que se encurtava s6 uma das quintas, a «quinta
do lobo». Usava-se o ciclo de quintas de Eb até G#, ficando com as oitavas afinadas e com todas
as quintas perfeitamente afinadas exceto a ultima (G#-Eb), que ficava dissonante e cujo
batimento «uivava» como um lobo porque ficava demasiado curta. Eram, sobretudo as quintas e

quartas que eram apresentados na sua forma idealmente pura e simples porque eram os intervalos


http://pt.wikipedia.org/wiki/Idade_M%C3%A9dia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Intervalo_%28m%C3%BAsica%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Intervalo_%28m%C3%BAsica%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Oitava
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quinta_%28m%C3%BAsica%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quinta_%28m%C3%BAsica%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Intervalo_%28m%C3%BAsica%29
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considerados estaveis no contexto estilistico da época. As terceiras e sextas tinham algum
batimento (menos do dobro das do temperamento igual), assim como 0s meios tons diatonicos,
que eram pequenos, mas tomava-se partido do seu poder expressivo que criava uma cor

harménica nas cadéncias que eram usadas na época.

No século XV, comegou a surgir o gosto por terceiras naturais e 0s musicos
comecaram a experimentar usar formas modificadas da afinacdo pitagorica para obter terceiras
mais perto do seu valor natural. O grande tedrico da Renascenca, Gioseffo Zarlino (1517-1590),
defendia um sistema de entonacao justa baseada nas terceiras, € ndo nas quintas, como no sistema
pitagorico, ja que as terceiras passaram a ser usados como pontos de resolucdo e as terceiras
pitagoricas ja ndo assentavam bem no contexto musical. O sistema que preconizava era 0 que se
chama hoje o sistema ptolomaico, um dos sistemas propostos por Ptolomeu, no século 1l D.C. Os
temperamentos mesotonico - Pouco a pouco, as terceiras e sextas foram assumindo um papel
mais relevante e, no inicio da Renascenca, 0s musicos ja desejavam encontrar novas afinac6es
que tornassem um maior ndmero delas naturais. Isso deu origem ao aparecimento dos
temperamentos mesotonico (ou do tom médio) muito usados nos séculos XVI e XVIII. Enquanto
os sistemas de afinacdo natural procuravam aproximar-se dos intervalos ideais, 0s sistemas de
temperamento implicavam desvios deliberados, mas pequenos, desses valores. Procurando obter
tercas justas, encurtavam fortemente 11 quintas, resultando uma delas demasiado grande (Mib-
L4, também chamada a «quinta do lobo»). Este sistema ndo é mau para as tonalidades mais
classicas mas gera uma gama cromatica muito desigual. N&o se pode tocar nalgumas tonalidades.
Mas ja& muitos teoricos da Renascenca descreviam alternativas em que os intervalos ndo eram
nameros racionais (razBes de inteiros) e que correspondiam ao que se chama hoje o bom

temperamento e o temperamento igual. Os temperamentos irregulares - No temperamento


http://pt.wikipedia.org/wiki/Batimento
http://pt.wikipedia.org/wiki/Renascen%C3%A7a
http://pt.wikipedia.org/wiki/Entona%C3%A7%C3%A3o_justa
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quinta_%28m%C3%BAsica%29
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mesotonico, para favorecer a «beleza», tentou-se ter tantas terceiras puras quanto possivel,
mesmo comprometendo as quintas e introduzindo alguns «lobos». No tempo de Bach, a partir do
século XVIII, nos temperamentos irregulares, chamados também «sistemas bem temperados»,
favorecendo a «utilidade com variedade», optou-se por conseguir um continuo de cores desde as
terceiras puras as quintas puras, mas de modo a que todos os intervalos fossem utilizaveis e ndo
tivessem «lobos». Estes temperamentos permitem tocar em todas as 24 tonalidades possiveis (12
maiores e 12 menores). Algumas quintas sdo mantidas perfeitas e outras sdo encurtadas. Podem-

se usar todas as tonalidades, ficando, no entanto, cada uma com a sua «coloragéo diferente».

O temperamento igual - Favorecendo a «utilidade», decidiu-se temperar cada quinta
pela mesma quantidade de modo a dispersar a coma pitagorica, deixando as terceiras ainda um
tanto vibrantes mas ja capazes de suportar triades estaveis. E o temperamento adaptado
atualmente no ocidente, em que a gama é dividida em 12 semitons exatamente iguais. As quintas,
tercas e quartas sdo «falsas», embora iguais entre si e desviando-se suficientemente pouco do
ideal para serem suportaveis; o ouvido contemporaneo ja se habituou a elas. Sé as oitavas sao
perfeitas (embora, de fato, os afinadores de piano aumentem as oitavas nos graves e nos agudos,

para terem em conta as caracteristicas da percepc¢édo auditiva humana)


http://pt.wikipedia.org/wiki/Bach
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quinta_%28m%C3%BAsica%29
http://pt.wikipedia.org/wiki/Temperamento_igual
http://pt.wikipedia.org/wiki/Oitava
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6 — CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo mostrar a historia das descobertas das relacfes e a

importancia da interdisciplinaridade da matematica-masica.

Percebemos que foi ha 2500 anos quando ocorreu a primeira manifestacdo de
interacdo da musica com a matematica. Posteriormente as relacfes entre essas areas passam por
momentos de tensdo e repouso como uma ‘musica’. Assim como as gamas apresentadas nao
conseguem produzir os sons referidos e talvez possamos construir novos gamas capazes de
realizar tal exercicio, as escalas construidas mostram-se incapazes de representar sentimentos ou
cenarios talvez passiveis de expressdo em outros sistemas. Neste sentido, o universo musical
reserva ainda muitas possibilidades em seu processo de expansdo com a construcdo de outras
escalas, bem como linguagens mais amplas, em que possivelmente distintas habilidades possam
interagir com a musica e a matematica vindo a contribuir ndo apenas com o exemplo apresentado
de escalas temperadas com um numero arbitrario de notas, mas através de diversos outros meios

existentes ou que possam Vir a existir.

O intuito desta pesquisa foi a comparacao da leitura de determinados fatos a partir
das concepc0es tedricas, permitindo desvendar naturezas e fluxos coletivos ndo somente sobre o
assunto em questdo, mas a dindmica de desenvolvimento cientifico. Uma forma de arte nunca
sera objetiva e precisa a ponto de ser unanimidade, mas as simetrias e belezas observadas nas leis
que governam a combinacdo das estruturas matematicas usadas na descri¢do dos sons, em geral, e
que permitem analisar o espectro sonoro de cada instrumento musical guardam estreita relagéo

com a area da Mdusica conhecida como Harmonia. Dessa maneira, a Matematica também sdo
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capazes de mostrar e descrever, a partir de uma abordagem objetiva, as possibilidades das
infinitas combinacgdes de sons criadas por um génio como Johann Sebastian Bach, por exemplo.
A delicadeza das construgdes sonoras dos grandes mestres da Musica pode ser vista, ao invés de
ouvida, na analise dos sons de suas obras e no perfeito equilibrio entre as formas de ondas
instintivamente combinadas para formé-las. Ao ouvir algumas das "obras canonicas” dos
compositores famosos, podemos considera-los privilegiados por ser capazes de expressar e/ou
criar emogdes e "imagens sonoras” tdo belas, algumas perpetuadas através de séculos, que
puderam ser transmitidas a outros através da arte da Musica. Ao mesmo tempo, ao estudar a
Historia da Ciéncia, vemos que, ndo menos privilegiados sdo alguns dos fisicos e matematicos
mais importantes da Historia. A eles coube o prazer de descobrir leis e fendbmenos naturais, nos
deixando ferramentas poderosas para o entendimento dessa mesma Natureza. E a perfeicio
dessas ferramentas e leis que nos permite olhar a Musica sob outra éptica, um prisma diferente,

unindo os mundos maravilhosos da Arte e da Ciéncia.
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